FONCTIONS NUMERIQUES DEFINIES SUR UN INTERVALLE
CONTINUITE, CONTINUITE UNIFORME. APPLICATIONS
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1. Continuité

1.1. Définition
Soient f une fonction définie sur un intervallel et a € I.

On dit que f est continue en a lorsque :

Vee Ry,Ine R}, Vxel,(x—a <n=|f(X) - f(@)] <)

Cette définition revient adire:

f continueen a < f admet unelimiteen a égalea f(a)

1.2. Théoréme Caractérisation de la continuité par les suites
Soient f une fonction définie sur un intervallel et a € I.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes ;

(i) f continueen a

(ii) Pour toute suite (x,) ddémentsdel : lim x,=a = lim f(x) = f(a)
n—>+w

nN—+w

Démonstration
(i) = (ii)
Supposons f continue en a. Soit (x,) une suite délémentsdel. Soite € R .
Comme f est continue en a, on &
In eRY tel que: (x—a <n = [f(X) - f(@)| <¢)

Mais la suite (x,) converge vers a. Donc pour ce réd n ci-dessus, on peut trouver N € N tel que:
n=N= [x,—a <n
On adonc, par transitivité desimplications :
n>N = |f(x) - f@)| < e
Ceci prouve que la suite (f(x,)) converge vers f(a).
(i) = (i)
Raisonnons par contraposition e montrons : non (i) = non (ii).
Supposons f non continue en a.
Construisons une suite (x,) déémentsde | qui converge vers a sans que la suite (f(x,)) converge vers f(a).
Puisgue f n'est pas continueen a :

Jee R}, Vne R, Ixel, (x—a <nel|f(X) - f(@)|>e)
En particulier avec ) = % (ne N, il existex, dans| tel que:
1
|Xn_a| < E et |f(xn) _f(a)|>8

Lasuite (x,) ains définie converge vers a (par encadrement) et la suite (f(x,)) ne converge pas vers f(a)
(puisque I'écart |f(x,) —f(a)| est minoré par un réd strictement positif)
Par contraposition, on obtient I'implication souhaitée.

D'oul le théoréme.
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Remarque : ce théoréme est faux si a e 1 \ 1. Considérer, par exemple, la fonction "partie entiére” sur | = [0, 1]
avec a = 1 et la suite (x,) définie par x, =1 — % . Cette suite tend vers 1, mais la suite (E(x,)) éant nulle sa
limite est O = E(2).

Il se peut méme que la suite (f(x,)) diverge: prendre f : x € ]0; 1] — % etlasuite(x,):ne N - %
Cependant, nous verrons plusloin que s f est uniformément continue, la convergence de (x,) vers une borne de

| entraine celle de (f(xn))-

Exemple:
Soit A € [-1, 1].
1.
. . e sn=3s x#0
Soit f lafonction définie sur R par : fx) = X
A S x=0
Démontrer que f n'est pas continue en 0.
On considére les deux suites (uy) et (v,) définies par :
Un = 1 et Vy = ;
E+2nTr —E+2nrr
2 2
Ona: lim uy= lim v,=0
n— -+ n—+o0o

Or, f(uy)=1et f(vy) =-1donc lim f(uy)=21et lim f(v,)=-1

Si f éait continue en O, on devrait avoir :

nllrpw f(un) = £(0)

Cest-a-dire: 1=

De méme, on devrait avoir : lim f(v,) = f(0)
n— -+

Cest-a-dire: -1=2

D'ol une contradiction.

Donc f n'est pas continue en O.

1.3. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle |. On dit que f est continue sur | lorsque:

Va e |, f est continueen a

Notons que la continuité (smple) est une notion locale (chague n de la définition 1.1. est dépendant de a)

1.4. Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit | un intervalle. Soient a et b dans 1.

Soit f une application continue sur l'intervalle | et a valeursdans R.
Soit A un réel compris entre f(a) et f(b).

Il existec dans|[a, b] te que: f(c) =A.
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Démongtration :

Déga, s f(a) = f(b) alors nécessairement A = f(a) = f(b) et lethéoréme est vrai en choisissantc=aouc=h.
Dans toute la suite, on peut donc supposer : f(a) < f(b). (Quitteaposer g=—f s f(a) > f(b)).

Notons: X={x € [a, b] telsque f(X) < A}

Cet ensemble X est non vide. En effet, f(a) < A, donca € X.

Cet ensemble X est major é par b (puisque X est un sous ensemble de [a, b]).

Donc X admet une borne supérieurec. (Etc € [a, b))

Montrons que f(c) < A :

Commec = sup X, il existe une suite (x,) d'ééments de X qui converge versc.
Comme les x, sont dans X, on a: fx) <A
Or, f est continue en ¢, donc par passage alalimite:

flc) <A
Montrons que f(c) > A :

Déga, s c=baors f(c) = f(b) = A auqud cas |la démonstration sacheve.

Supposons désormais quec < b.

Commec=sup X,ona: vx e ]c, b], x ¢ X, cest-&-dire f(x) > A

Soit (y,) une suite d'déments de]c, b] qui converge versc. On adonc:
fyn) > 2

Or, f est continue en ¢, donc par passage alalimite :
f(c) = A

Bilan : on adonc f(c) = A, ce qui achéve la démonstration.

Autre démonstration a l'aide du théoréme des segments emboités :

Supposons f(a) < f(b). (Quitte a poser g =—f sinon)

Soit u lemilieu de[a, b].

Notonsa; =aetb;=us f(u) = A.

Notonsa; =uetb;=bs f(u) <A.

Aing, on atoujours: f(ay) < A < f(by)

En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités :
[a,b] o[a, by >...o[an by ..

De plus, par congtruction, la longueur de [a,, b,] est b—na.

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons c leur limite commune. Montrons que f(c) = A.

On a, pour toutn e N : f(a) < r < f(by)

Par passage alalimite: lim f(a) <A < lim f(by)
N—>-+o0 N—>-+o0

Or, f est continue, donc : f(c) <A < f(c)

Donc f(c) = A.
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Attention : le théoréme ne sapplique pas s a et b € 1 (dans le cas ol | n'est pas fermé). Considérer, par

exemple, lafonction "partie entiere" E qui est continue sur [0, 1[. On a E(0) = 0 et E(1) = 1. Maisil n'existe pas
deréd ctel que E(c) = %

Application : toute fonction polynomiale (a coefficients réels) de degré impair admet une racinerédlle.

1.5. Corollaire

Soit f une application continue sur un intervalle| et a valeurs dans R.

Alors f(I) est unintervalle.

Démonstration : on utiliseici lefait quelesintervallesde R sont les convexes de R.

Soient y; et y, dans f(I) avec y; < y». Il Sagit de montrer tout ément A de[yi, y-] est dément de f(l).

Commey; et y, sont dans f(1), il existea et b dans| telsque f(a) = y; et f(b) = y».

Commel est unintervalle, onafa, b] 1.

Comme f est continue sur [a, b] (puisque[a, b] = ), on a, d'apres e théoréme des valeurs intermédiaires :
VA € [y Y2, 3C € [a, b] tel que f(c) = A.

D'olr : re f(l)

Donc f(1) est bien un intervalle.

2. Continuité uniforme

2.1. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalel.

On dit que f est uniformément continue (ou f est u-continue) sur | lorsque :

Vee RI,Ine RL,V(xY) el ?:(x=yl<n=f(x) - fy) <¢)

Lanation de continuité uniforme est globale (n ne dépend queg)
Il est clair que la continuité uniforme sur | entraine la continuité sur 1.
Par contre, la réciproque est fausse : I'application x — x°n'est pas uniformément continue sur R. (Voir

annexe)

Exercice : comportement d'une fonction uniformément continue au voisinage d'un point
Soit f une fonction u-continue sur un intervalle | du type ]a, b[ (b éant fini ou non)
1. Soit (x,) une suite déémentsde | qui converge versa. Alorsla suite (f(x,)) converge.
2. Endéduire que f admet unelimite finie adroiteen a.
Solution :
1. Fixonse e R} . Comme f est uniformément continuesur I, on a:
In e RL, V(p a) € N2 (o = xgl < = 1f(%) — (x| < €)
Mais puisgue (x,) converge, €le est de Cauchy. Donc :

ANeN,V(p,g) e N5 (p>g =N = |, — X <)
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On adors par trangtivité des implications :
INeN,V(p,g) e N% (p>q =N = [f(%) - (X)) < &)
Ce qui montre que la suite (f(x,)) est de Cauchy dans R complet donc converge vers un certain réel /.
2. Fixonse € R’ . Comme f est uniformément continue sur I, on a:

Ine R, Vxel,Vne N, (K=X|<n = [f(X) - f(X)| < &)

Comme la suite (x,) convergeversa:
N eN,VneN,(n>Ng = [x,—a < g)
Comme la suite (f(x,)) convergevers( :

IN; e N, Vne N, (n=N; = |[f(%) -4 <¥¢)
Pour n > Ny, onaadlors:

O<|x—a|<g = X=X < X—a]+]a— x| < g +g <n

Posons ' = %.Ainsi, pour n = max{Np, N;}, ona:

O<k-al< 3 = KXl <0 =1~ 1< [0~ Ol + 1) — ] < 2
Ce qui prouve que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a par valeurs supérieures.

Un des intéréts de cet exercice réside dans la contraposée de la question 2 :

Si f est définiesur | =]a, b[ (b e ﬁ) et n'admet pasde limitefinieen a, alors f n'est pas u-continue sur 1.

i . 1 .1 . . . .
Ainsg, desfonctionstellesquex— —, X InXx et x— sin — ne sont pas uniformément continuessur R’ .
X X

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu'une fonction soit uniformément continue :

2.2. Théoréme Application lipschitzienne

Soit f une fonction lipschitzienne sur un intervalle | (3k € R, V(x, y) € 12 |[f(X) — f(y)| < kix - y)).

Alors f est uniformément continue sur 1.

Démonstration

Soit f une fonction lipschitzienne sur 1.

Soit & € R’ . Posonsm = E Soient x et y dans| telsque [x—y| < n. On aalors:
lF) - fWI < kix-yl<e

Ceci prouve que f est uniformément continue sur 1.

Exemple: f: x > %|X| Lafonction f est impaire et pour tout (x,y) € R,, ona:
+

e Y x| ly=x] ~
/(y) f(><)|—|1er 1+X|—(1+X)(1+y)<|y X|

Donc f est 1-lipschitzienne sur R, donc elle I'est aussi sur R (puisque f impaire).

On donnera d'autres exemples en annexe.
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Remarques :

e laréciproque du théoréme 2.2. est fausse. L'application x > +/X est uniformément continue sur R, mais
non lipschitzienne. (Voir annexe)

e par contraposition, on a:

f non u-continue sur I = f non lipschitzienne sur |

Exercice : Comportement global d'une fonction uniformément continue.

Soit f : R, — R une application uniformément continue.

Alors, il existedesrédsa et b telsque: vx e Ry, f(X) <ax+b

Preuve:

Fixonse = 1.

Par hypothése : Ine RY, V(xy) e R2, x-y|<n = |fX)-fy)l<1

Soit x € R.. Idée: on subdivisel'intervalle

Soit n un entier naturel non nul tel que: <1 [0, X] en n tranches de largeurs

S x

inférieuresan.

Remarque: cet entier n existe toujours, il suffit de choisir par exemplen = E[fj + 1
n

Pour tout k € [0, n— 1], I'hypothése d'uniforme continuité nous permet d'écrire :

/(T

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 an — 1, nous obtenons:

AR

<1

n-1

2,

k=0

<n

Mais d'apresI'inégalité triangulaire :

F09 - £(O)] < kz: =ity
Onadonc:
£ - FO) < n < E[ijus L
n n
En particulier fx) < % 12+ £(0)

Il suffit de poser a = 1 et b=2+ f(0) pour achever la démonstration.
n

Remargue : on peut rechercher des majorations affines plus précises en choisissant un ¢ plus petit.

Application : par contraposition, on a:
Si f: R, — R n'est pas mgjorée par une fonction affine sur R., alors élle n'est pas u-continue sur R..

Par exemple, les fonctions polyndmes de degré supérieur ou égal a 2 ne sont pas u-continues sur R..
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Remargue : on a un résultat analogue sur R_. Mais pas d'extension possible a R tout entier. En effet la fonction
valeurs absolue est uniformément continue sur R (puisque 1-lipschitzienne) et pourtant elle n'est majorée par

aucune fonction affine sur R.

2.3. CNS pour gu'une fonction dérivable soit lipschitzienne :

Soit f dérivable sur un intervallel. Alors:

f estlipschitziennesur | < f' est bornée sur |

Démonstration :

= Supposons f lipschitzienne sur | : 3k € R, V(X y) € 171 |[f(X) — f(y)| < kix -]

_kgwgk
y—X

Soit x € 1. Comme: Vy € |
On déduit, par passage a lalimite lorsquey tend versx :
k< f'(x) <k
Ceci, quelque soit x € |. Donc f' est bornéesur .
< Supposons f* bornée: IMe RY,Vtel, |f'(t)] <M.

Soit (x, y) € I D'aprés |'inégalité des accroissements finis appliquée & f sur le segment [x, y] :
/() = fI] < Mix -]
Donc f est M-lipschitzienne.

Evidemment, par contraposition, on apour f dérivablesur | :

f est non lipschitziennesur | < f' n'est pas bornée sur |

Exemple : x > argch x est non lipschitzienne sur ]1, +oo[.

En effet, pour x > 1, argch’ x =

qui n'est pas bornée sur ]1, +oof.

1
Vx% -1

2.4. Théoréme de Heine

Toute fonction numérique continue sur un segment | est uniformément continue sur ce segment 1.

On rappelle qu'un segment est un intervalle fermé borné.
Démonstration :
Soit f une fonction continue sur I.

Supposons f non uniformément continue sur 1.

Alors: 3¢ € R’ tel que:
vn e R}, 3(x;y) € 17 tel que: (X—y| < n et [f(X) —f(y)| > &)

En particulier, en choisissant n) = 1 (ne N,
n
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vne N, 3(X,; yn) € 12 tel que: (X, — yn| <

Sl

et |f(Xa) —f ()| > €) (D)

Comme | est borné, les suites (x,) €t (yn) ains définies le sont également.

D'aprés le théoreme de Bolzano-Wel erstrass, on peut donc en extraire des sous-suites qui convergent.

Soit o : N'— N’ une application strictement croissante telle que la suite (xc(n)) converge.
Notons ¢ salimite. (On a nécessairement / e | puisque |l est fermé).

Fixonse' € R} .Onadonc:

ANt e N, Vne N, (n2N; = Koy — 4] < =)

N | e

Mais, d'autre part, pour tout n eN’, on ad'aprés (1) :

_ < —
| Xc(n) yc(n) | G(H)

Comme i tend versO,ona:
a(n)

<

M, eN,vneN,(n>N, = |—| < &)
a(n)

€
2

Pour tout n = max(Ny, N,) , on aalors:

+ <eg

g ¢
Vo) = 21 < Yotn) = Yol + Koy = 4| < Zt3

Ceci prouve que la suite ( y,, ) converge également vers /.
Or, f éant continue sur 1, on peut affirmer (d'aprés le théoréme 1.2) que les suites (f (X)) & (F(Yo(m))
convergent vers f(¢). Donc :

INeN,VneN,(N=N = |f(Yom) = fKsm)| <)

Ce qui contredit (1).

Conclusion : f est uniformément continue sur le segment |.

Exercice:
Soient a un réd et f une application continue sur [a, +oo[ admettant une limite finie en +oo.
Alors f est uniformément continue sur [a, +oo[.

Solution :
Soit e € R

Notons ¢ lalimite de f en +o0. On adonc, par hypothése:
JAe R}, Vxe[a +of, X= A = |f(X) -/ <¢)

Par ailleurs, d'aprés le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur le segment [a, A] :

Ine R, V(Y ela A (x-yI<n = [f()-fY)l<e)
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Montrons que f est uniformément continue sur [a, +oo[.
Soait (X, y) € [a, +oo[% Supposons x < y (ce n'est pas une perte de généralité) et [x — y| < n (pour len ci-dessus)
Distinguonstroiscas:
XSy<A
Dans ce cas, comme f est uniformément continue sur [a, A, il vient :
F) - fY <e<2e
A<Sx<y
Dans ce cas, comme f admet une limitefinie ¢ en +oo, on a par I'inégalité triangulaire
[FO) = fWI < IfO) = £+ [f(y) -l < 2¢
X<A<y
Alorsix— Al < x—-y| <n
Couponsen f(A) :
[FO) = FWI < fO) = fIA+ 1F(Y) — F(A) < 2¢
Bilan : on aprouvé:

Vee RI,3n e RY, V(xY) € [a +ol’ (k=Y <n = [f(x) — fY)| < 2)

D'ou I'uniforme continuité de f sur [a, +o.

3. Applications

3.1. Théoréme Fonction continue sur un segment

Soit | =[a, b unsegment de R et f: 1 — R une application continue.

Alors f est bornéesur | et f atteint sesbornes.

C'est une application du théoréme des segments emboités et du théoréme de Bolzano-Welerstrass.
Démonstration :

1. Montrons: f bornée sur |

Supposons f non bornée sur 1.

Soit c le milieu del.

Posonsa; =aet by =c s f non bornée sur [a, c].

Posonsa; = c et by = b sinon.

En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités :
[a, bl o[ay, by o...o[an by o ...

Sur chacun de cesintervalles, f est, par construction, non bornée.

De plus, par congtruction, lalongueur de [a,, b,] est bz—na_

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons Xg leur l[imite commune.
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Comme f est continue en xo, on a(avece =1) :

Ine R, Wxel:(k-X|<n = [f(x)-f0)l<1)
Cest-a-dire: Ine R, VXxel:(X=X|<n = f(X)-1<f(X) < f(X)+1)
Donc f est bornée sur [Xo — m, %o + 1[.

Comme les segments [a,, b,] ont des longueurs qui tendent vers0, on a:

Vee RY,3NeN :(n>N = b,—a, <¢g)

Donc, pour un certain N, les segments [ay,, by], n = N, sont contenus dans ]x, — n, %o + N[.
Or, f n'est pas bornée sur [a,, by] d'ol une contradiction.
Donc f est bornée sur 1.

2. Montrons : f atteint ses bornes

On vient devoir que f est bornée sur |. NotonsM = sup f et m= ir|1f f.
|

Montrons qu'il existe X, dans| tel que f(Xp) = M.

Comme M est laborne supérieurede f sur | :

Vee Ry,Ixel:M-e<f(X) <M
_— 1 1
En particulier, avece = —: W, el : M- = <f(x,)) <M
n n

La suite (f(x,)) converge donc vers M.
En outre, la suite (x,) est bornée. D'apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en extraire une

Sous suite qui converge vers un certain réel xo. Notons o : N"— N’ une application strictement croissante telle
que (X, ) converge vers X
Lafonction f éant continueenxo, ona: M= lim f(Xyq) = f(X0).

n—+o0o

Donc f atteint son maximum.

On démontre, de méme, que f atteint son minimum.

3.2. Théoréme Poaint fixe
On peut remplacer I'hypothése"f : | —> | contractante”

Soit | un intervalle fermé non vide. par"f 11 — R contractanteet telle que f(1) 1

Soit f: 1 — | une application contractante sur I.
Onrappelleque"f contractante sur | " signifie:

3k e [0,1[, V(xy) € 1% 1/(y) - f(¥)| < Kiy —X]

Alors:

1) f admet un unique point fixe ¢ dans|.

Ug €l

converge vers /.
VneN, Upyp = f(un)

2) Yy e l,lasuiteu: N — R définie par {

Démonstration
Remarquons au préalable que, up étant dans | et | éant stable par f, lasuite (u,) est bien définie et :

vne N, u, el
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Existence d'un point fixe:

Montrons, par récurrencesur n € N, lapropriété:

©(N) * [Unea = Un| < Kl — Uo|
e Onaévidemment (0).
e Montronsquepour toutn e N, po(n) = p(n+1):

Soit n € N. Supposons ¢ (n). Alors:

f contractante p(n)
|un+2 - un+l| = |f(un+l) - f(un)l f(l)<c | kluml - unl < kn+l|ul - u0|
D'ol p(n+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
vne N, @(n): Juys — Uy < K'up— |
Déduisons-en que (uy,) est de Cauchy :
Soit e € R

Soit (p, g) € N?avecq>p = 0.

Notonsr =q—p.
Ona:
p+r-1 p+r-1 p+r-1 )
IUg = Up| = [Upsr — Up| = z Ui — U< z [ —u < z k' [y —Ug |
i=p i=p i=p
p+r-1 ) r-1
Or: z k'|u1—u0|=kp|ul—u0|2k'
i=p i=0
Et commek e [0, 1], la série géométrique de terme général k' converge et est majorée par ﬁ .
KP
D'ou: Ug— Up] S—— Jur—u
|ug — | 1—k| 1 — Uo|
KP

Et enfin, toujours parce quek < [0, 1] : — 0
1-k pow

En conséquence::
KP
INeN,VpeN,(p=N = ﬁ|ul—uo|<g = |Ug— Up| < &)

Cequi prouve que la suite (u,) est de Cauchy.

Et comme R est complet, (u,) converge.

Notons ¢ salimite. Comme | est fermé ona/ € I.

Or, f est continue en ¢ (puisgue contractante sur 1) donc, d’ aprés le théoreme 1.2. :
t=f(0)

On adonc prouvé que f admet un point fixe ¢ dans| et que (u,) converge vers /.

Unicité du point fixe:

Supposons : 0 el f(O)=re f(H=1r
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Comme f est contractante sur | : F(0) = f() < K¢ -2

|6 =0 < kl¢ -2

1-Kl-r1<0
Or, k € [0, 1], donc: [fL-01<0

=1
Remarques :
e L'hypothése"l fermé" n'est 1a que pour assurer ¢ € |. Si on sait déja, par ailleurs, que ¢ < | (en pratique, on
aparfois dgacalculé ¢ en résolvant I'équation f(¢) = ¢), cette hypothése devient inutile.

e Le théoréme du point fixe ne sapplique pas s I'on remplace I'hypothése "f contractante sur | " par
I'hypothése " f 1-lipschitzienne sur | ". Voici un contre-exemple:
| =[1, +oo] fil =1

1
X X+ =
X

Soient x et y dans | avec x <.

Comme f est croissante sur [1, +oo[, Ona:

F) - FO)I < £(y) = F) <y—x+ Xx‘yy <y-x<ly-x

Cequi prouve que f est 1-lipschitzienne sur |.

Cependant f n'a pas de point fixe sur |. (L'équation f(x) = x n'a pas de solution)

Exemple:
Etudier la convergence de la suite définie par :

Uge[-L4f A
Upg =1+ U, . ;

On introduit I'application f définie sur [-1, +oof par :
vx e R, f(X) = v1+x

Point fixede f :

1++/5

f)=x < Vl+x=x < x>0t X*°-x-1=0 < xX=¢= 5

On montre facilement que f est dérivable sur -1, +oo[, croissante sur [—1, +oo[, puis que :
f([-1, +oo[) = [0, +oo] < [-1, +oo[
L'intervalle| = [-1, +oo[ est donc stable et la suite (uy) est bien définie.

X v
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1 1

<

2/i+x 2

Deplus: vx e Ry, |[f(¥)]|=
D’ aprés|’'inégalité des accroissements finis :

V(@ b) € R. x Ry, |f(b) - f(A)] < %Ib— al

Donc f est % -lipschitzienne sur 1, donc contractante sur |.
En outre: f(RY) =11, 4o < R+
Donc R, est stable par f.

UO (S R+
Unyr :V1+ u,

Enfin, s up € [-1, 0] alorsu; € R, et d' aprés ce qui précede, (u,) converge encore vers o.

D’ aprés le théoréme du point fixe, la suite (u,) définie par { converge donc vers ¢.

3.3. Sommes de Riemann

Contexte :
e f est une application continue définie sur un segment [a, b] et avaleurs dans R.
o o =(&)o«i<n €St Une subdivision de[a, b]. (Celasignifie:a=a<a <..<a,=hb)
e hestlepasdelasubdivision c. (C'est-a-dire: h= max(a;,; —&))
I
. ‘v’ie[O,n—l}],&ie[ai,aul].
n-1

On appelle aors somme de Riemann associée a (f, o, (&) o<i<n) l€Tée : Z(ai+l—ai)f(§i)

i=0

Théoréme

n-1 b
lim 2. (@1 -a)/(6)= [RCLE

Démonstration :
Montrons que la différence suivante peut &re rendue auss petite que voulue :

L

n-1 n-1 1 n-1 "
[Croosx- Y @.a-a)) - Z[ [* r00o-@.a-a)r )j= ( [ (f(x)—f(ai))dx]
i=0 i=0 ' 0

En passant aux valeurs absolues, on ala majoration suivante :

< “zl(j

i=0

n-1
[NCIEDICPEEIVES
i=0

00— @) dxj

Or, du théoréme de Heine appliqué a f continue sur le segment [a, b], on déduit :

£ uniformément continue sur [a, b] (et donc aussi sur chaque [a;, &.1])
Cest-a-dire:

Vee RY,Ine RL, V(xY) € [a b]*: (x-yl<n = |f() - fy)|<¥)

Pour une subdivision ¢ depashtd que: 0 <h<mn, onaura:
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VX e [a., a], K-&l<an-a <h<n
Cequi entrainera: lF() = fE)|<e
Dans ces conditions, on peut écrire

1 n-1
ZU sdxj= o(a.1-a)=c(b-2)

i=0 i=0

[NCES Z(fm a) /() <

n-1 b
Ceci prouve bien que: lim ;(ai+1—ai)f(§i)= _[af(X) dx

Toute intégrale d'une fonction continue sur un segment est donc une limite de somme de Riemann.

Remarque : le résultat ci-dessus reste valable s f est continue par morceaux. Il suffit de refaire la méme

démonstration avec des subdivisions adaptées a f.

Casparticulier d'une subdivision réguliére:

Pour n € N', on particularise : a = a+|b eg= ai.(Donchzb;

)

Onaalors: aHl—ai:H
n

D'olr : lim b—i (a+|—j ‘[f(x)dx

i=0

Casparticulier desfonctions définies sur [0, 1] :

Laformule ci-dessus devient alors :

tin s 25 ) L

Remarque: en particularisant : g, =a+ i b-a eaf=ay,
n-1
: - = )——
Onadors nm@ z (a+(| +7)2 j J’ F(x)cx

D'oll auss :
1~ (i
lim —Zf(—} J’ F(X) dx
n—>+o N o1 n
Exemples:
o1
1. Etudier lalimite delasomme: —_

n+|
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On considére I'application f définie sur [0, 1] par f(X) = —

Onaadlors: lim = —=| —
nadars im 13 Imxdx
n
lim ——=1ln2
n—>+w n+|
n-1 1
2. Etudier lalimite de la suite (u,) définie par : un—nz
(n+|)
On considére I'application f définie sur [0 ; 1] par f(X) = a 1 2
+ X
n-1
Onaalors: lim 1 _[ 1 dx
n—+o N 0(1+ )()

)

nl—l>Twnz (n+|)

N |

1

3. Déerminer lalimite suivante : lim (

nN—>+0

(2n)'j

nn"

Pour tout n € N*, on a:

I(ﬁ:)'j (ka ka nlnn] %(imk—nlnn}%(i|n%]:%(imk:nJ

k=n+1 k=n+1 k=1

1
. @n)Mn 1[<x k
D'ou In(n!n”) - (;'”{“5]}

On considére maintenant I'application f définie sur [0, 1] par f(x) = In(1 + X)

n i 1
Onaadors: lim 12|n{1+lj=j In(+X)dx = [+ X) In@+ X) - A+ x)|2=2In2-1=In4-1
n—+oo n 0

1

D'ou: lim (@)”: 4

n—+o \ nln" e
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3.4. Approximation d'une fonction continue sur un segment par des fonctions en escalier

Théoréme
Soit f une application continue sur un segment [a, b].
Soit ¢ € R..
Il existe des applications en escaliers ¢ et y telles que:
o< f<wysaurfab] e y—op<esur[ab]

Démonsgtration
Pour tout n e N, on définit une subdivision réguliére {ay, ay, ..., a,} du segment [a, b] par :
b-a
n
Comme f est continue sur [a, b, elle l'est aussi sur chacun des segments [&, a1] (0 < k < n- 1), doncy est

vk e [0,n], ax=a+k

bornée, ce qui permet de définir :

Mc= sup f(t) e me=_inf f(t)
tela, 8] telacacal

On définit alors des applications en escalier ¢ et y sur [a, b] par :
vk e [0, n—1], Vt € [a, Ak, @(t) = mc et y(t) = My
et o(b) =my1 et y(b) =My
Ainsi, on abien: o< f<wy ara b]
Par ailleurs, f éant continue sur le segment [a, b], ley est uniformément continue (théoréme de Heine) :
Vee R}, 3Ine RI,V(xy) e[a b (k-yl<n = [f() - fy)| < 2)

Soit 1 leréd obtenu pour leréd ¢ fixé dans les hypothéses.

b-a
n

On sait que le pas dela subdivision est :

Soitk e [0, n—1] et (X, y) € [a a1]. Onadonc:
b-a
n

Xy < a1 —a <

Choisissons un pas plus fin que 1, obtenu pour les entiersn qui verifient :

n>E[Bj+1
n

Ains : X-y|<n
Dela continuité uniforme de f, on déduit alors:
lF) - fl<e
Cette derniére inégalité éant valable pour tous x et y de [ax, k1]
En particulier pour un x tel que f(X) = My et un y tel que f(y) = my (existent bien car f atteint ses bornes) :
Mi—-me<e
D'ou v — ¢ < g sur chague [ay, ax4] et donc sur [a, b]

Remargue : cette démonstration peut étre adaptée aux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b].
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4. Annexe : étude de quelques fonctions usuelles

Onavu que:
f lipschitzienne = f uniformément continue = f continue
Par contraposition :
f non continue = f non uniformément continue = f non lipschtienne

Fonction f f continue ? f uniformément continue ? f lipschitzienne ?
X x> sur R oui o non non
(voir démonstration ci-dessous)
i oui non
X = \/; sur lR"‘ oul (voir démonstration ci-dessous) (voir démonstration ci-dessous)
* i non
X = In X sur |R+ oul (voir démonstration en exercice section 2.1.) non
1 x ; non
X = sur R} oui . _ o non
X (voir démonstration en exercice section 2.1.)
X sur R oui oui oui
1+ |X| (voir démonstration en section 2.2.)
1 * ; non
Xt—sn = surR oui o _ - non
X (voir démonstration en exercice section 2.1.)
X snx sur R oui oui oui
Quelques preuves
Non continuité uniformedex —» x*sur R
. . 1
Prenonse = 1. Pour toutn € R, onaen choisissant unréel x> —ety =X+ %:
n

2

y—x=% et y—x2>xn+%>xn >1

Cest-a-dire: y—X <n e y’— x*> ¢
On abien prouvé:

Jee Ry, vne RY,3(xy) € R? (x-y| <met|x*— y°|>¢)

Donc lafonction x > x*n'est pas uniformément continue sur R.

Uniforme continuité de x — +/x sur R,
Une inégalité bien pratigue :
Pour tout (x,y) € R, avecx <y, ona: Jy - Ix <y-x

Preuve:
(Vx4y—x)'=y+2{x(y-x=y >0
Par croissancedet — ~/t sur R,, il vient :

Vx+ Jy-x =y

D'oul e résultat.
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Soite € R% . Pour n<¢ ona:
Soit (x,y) € R, ted que [x —y| < n. Alors
Wy -xl<ly-q<e

D'oul la continuité uniforme de x — & sur R,.

X B> 4/ X n'est paslipschitzienne sur R,

Si dlel'&ait, il existerait unréd K € R, tel que pour tout (%, y) € R, x R,, on ait :
Iy -+x]<Kly-x

S K =0, celaentrainerait \/§=\/; pour tout (X, y) € R, x R,, cequi est absurde.

S K e R, il suffit dechoisirx=0ety= 4—i2 pour avoir une contradiction.
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